
フィルターによる位相空間の公理化
位相空間論において、空間の「構造」を記述する方法は一つに限られません。通常用いられる「開集合系」によるグ
ローバルな定義のほか、点の周りを記述する「近傍系」、あるいは収束を記述する「フィルター」や「ネット」を用
いても、完全に同等な位相空間の本質を公理化することができます。本稿の前半では、これら5つのアプローチの定義
とその同値性を、論理の飛躍を排して厳密に証明します。後半では、この収束理論（特にフィルター論）を応用し、
大域的な被覆のコントロールを要求する「パラコンパクト性」という高度な概念をどのように純粋に収束の言葉で特
徴付けられるか、その深層メカニズムまで徹底的に解剖します。

第1部: 5つのアプローチによる位相空間の厳密な定義

集合  上に位相構造を導入するための、5つの独立した公理系を定義します。

1. 開集合系  による公理化

直観的意味: 境界を含まない集合の集まり。どの点からも、その集合の内部に留まったまま全方位に「ほんの少
し」だけ動くことができるような広がりを意味します。

 が以下の公理を満たすとき、  を  上の開集合系（位相）と呼びます：

(O1)  かつ 

(O2) 

(O3) 任意の添字集合  に対して、

2. 近傍系  による公理化

直観的意味: 各点  を包み込む「周辺の環境」の集まり。開集合が空間全体に散らばるのに対し、近傍系は各点
に局所化された視点を提供します。

各  に対する部分集合の族  が以下の公理を満たすとき、これを近傍系と呼びます：
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(N4) 

3. フィルターの収束関係  による公理化

直観的意味: フィルターとは、点列の「十分先（尾部）」が持つ性質を集合論的に一般化したものです。有限交
差性と上方包含性を持つ集合族であり、無限の彼方での集積挙動を精密に捉えます。

集合  上のフィルター  とは、 ,  であり、かつ  お
よび  を満たすものを指します。  上の全フィルターの集合を  としま
す。

関係  が以下の公理を満たすとき、これをフィルターの収束関係と呼びます：

(F1) 各  に対する主フィルター  について、  である。

(F2)  かつ （  は  より細かい）ならば、  である。

(F3)  かつ  である。

(F4) （対角線公理）各  に対し  が与えられており、さらに  とする。このとき、対
角線フィルター  について、  が成り立つ。

4. 超フィルターの収束関係  による公理化

直観的意味: 包含関係に関してこれ以上細かくできない極大なフィルター。空間内のすべての部分集合  に対し
て、  か  の「どちらか一方のみ」を必ず含むという、究極の選択を終えたフィルターです。

 上の全超フィルターの集合を  とします。超フィルターの収束関係  は、上記の公理
系から超フィルターの極大性を生かして簡潔に規定されます：

(U1) 主超フィルター  である。

(U2) 各  に対し超フィルター  が与えられ、超フィルター  とするとき、対角線フィ
ルター  を含む任意の超フィルター  は  に収束する（

）。

5. ネットの収束関係  による公理化（Kelleyの公理系）

直観的意味: 自然数  で添字付けられた通常の「点列」の概念を、任意の巨大な位相空間にも対応できるよう、
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順序の緩い「有向集合」へと拡張したものです。

有向集合  から  への写像  をネットと呼びます。全ネットの集合を  とし、関
係  に関する公理系は以下の通りです：

(Nets1) 定数ネットの収束: すべての  で  ならば、  である。

(Nets2) 部分ネットへの遺伝: ネット  が  に収束するとき、その任意の部分ネット（共終写像 
 によるネット）も  に収束する。

(Nets3) 対角線ネットの収束: 有向集合  および各  に対する有向集合  がある。各 
 に対して  が定まっており、各  について  かつ 

 とする。このとき、積順序を持つ有向集合  上の対角線ネット 
 は  に収束する。

第2部: 5つの公理系の同等性の厳密な証明

【Step 1】 開集合系  近傍系 

 の構成： 
この定義が (N1)～(N4) を満たすことは開集合の定義（有限交差・任意和）から直ちに従う。特に (N4) について
は、  のとき  となる  を選べば、  と置くことで、任意の  に対して

 ゆえ  となり成立する。

 の構成： 

互いに逆であることの証明：
 から作った  を用いて、再度近傍系  を定義する。  とすると、定義から  なる

 が存在する。  の定義より   であり、 (N3) より  。したがって  
。

逆に  のとき、  とする。(N1) より  である。また任意の  に
対し  なので、(N4) よりある  があって  となる。包含性 (N3) より 。
これは   を意味する。よって   なる開集合が作れたため  。ゆえに  

 となり、  が証明された。

【Step 2】 近傍系  フィルターの収束 

 の構成： 

A X x : A → X (α ↦ xα) N(X)
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O ∈ ON x ∈ O ⊂ V V ∈ N ′(x)

N (x) ⊂ N ′(x) N = N ′
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 の構成： 

互いに逆であることの証明：
近 傍 系   か ら フィル タ ー 収 束 関 係 を 定 め 、 そ こ か ら 新 近 傍 系   を 復 元 す る と 、

 となる。  自身が公理 (N2), (N3) により一つのフィルターをなす
ため、それを含むすべてのフィルターの共通部分は  そのものに一致する。よって 。
逆に、フィルターの収束関係   から   を作り、それによって再定義した収束を   とする。

 である。定義より、  ならば共通部分の定義から  となるの
で 。逆の成立は、対角線公理 (F4) を用いることで  自体が  の意味で  に収束するフィルタ
ーであることを示すことができ、これによって完全に一致することが示される。

【Step 3】 フィルターの収束  超フィルターの収束 

翻訳： 一般のフィルター  が  に収束するとは、  を包含するすべての超フィルター  が  の意味で 
に収束することと同値と定義する：

証明（ウルトラフィルター補題の適用）：
十分性は定義より明らかである。必要性について、対偶を示す。  と仮定する。このとき、Step 2の同
値性より、ある近傍  が存在して  となる。このとき、集合族  は有限交差性を
持つ。なぜなら、もしある  について  となれば  となり、上方包含性から 

 となって矛盾するからである。
有限交差性を持つ集合族は（選択公理と同値な）ウルトラフィルター補題により、ある超フィルター  に拡張
できる。このとき  かつ  である。  なので、この超フィルター 

 は  の近傍  を含まず、したがって 。よって対偶が示され、フィルターと超フィルターの収束は完
全に一対一に対応する。

【Step 4】 フィルターの収束  ネットの収束 

ネット  フィルターへの翻訳：
ネット  に対し、その尾部集合  全体がなす族を基底とするフィルターを 
とすると、

フィルター  ネットへの翻訳：
フ ィ ル タ ー   に 対 し 、 有 向 集 合   を 用 意 す る 。 順 序 を  

 と定めると、有限交差性からこれは有向集合となる。射影 
をネットとみなす。
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一致の証明：
 である。フィルターの定義から、これは「任意の近傍  に

対し、ある  が存在して 」を意味する。これは「 」という標準的なネッ
トの収束定義そのものである。逆の構成についても、フィルター  から作ったネット  が収束することと、元
のフィルターの包含関係が完全に一致することが、有向集合の順序の定義からダイレクトに導かれる。

第3部: パラコンパクト性の定義と超フィルターによる困難さ

1. パラコンパクト性の定義と大域的意味

定義: ハウスドルフ空間  がパラコンパクト（Paracompact）であるとは、  の任意の開被覆  に対し、以
下の条件を満たす開被覆 （局所有限な開細分）が存在することを言います：

1. 細分（Refinement）: 任意の  に対し、ある  が存在して  となる。

2. 局所有限（Locally Finite）: 任意の点  に対し、ある近傍  が存在して、
 が有限集合となる。

大域的意味: 空間がどれほど巨大であっても、「各点から見れば、自分の周りには有限個のタイルしか重なって
見えない」ような、極めて秩序だったタイリング（被覆）へと細分化できる性質です。すべての距離空間や、可
微分多様体の定義で要求されるパラコンパクト性は、解析学における「1の分割（Partition of unity）」を支える
必須の土台となります。

2. なぜ超フィルター単体の収束条件では特徴付けられないのか？

位相空間論におけるもう一つの重要な被覆公理「コンパクト性」は、超フィルターを用いると**「空間上のすべての超
フィルターが空間内の点に収束する」**という、これ以上ないほどシンプルかつ強力な特徴付けを持ちます。しかし、
パラコンパクト性において同様の条件を探そうとすると、本質的な壁にぶつかります。

超フィルターの収束が保証するのは「1点への局所的な集積挙動」のみです。これに対し、パラコンパクト性が要求す
るのは「空間全体にわたる被覆の『重なり方』の制御」という、極めてグローバルな配置情報です。単一の超フィル
ターがどこに収束するかという局所情報だけをいくら集めても、空間全体で同時に局所有限にできるかという大域的
情報を記述することは原理的に不可能です。

明確な反例：最初の非可算順序数  の空間
順序トポロジーを入れたコンパクトでない空間  を考えます。この空間は「任意の点列が収束部分
列を持つ（点列コンパクト）」という強い局所的収束性を持ち、超フィルターの観点からも無限遠へ逃げるよう
な単純な挙動は厳しく制限されています。しかし、大域的にはパラコンパクトではありません。実際、開被覆 

F((xα)) →F x ⟺ N (x) ⊂ F((xα)) V ∈ N (x)
α0 ∈ A Tα0 ⊂ V β ≥ α0 ⟹ xβ ∈ V

F z

X X U

V

V ∈ V U ∈ U V ⊂ U

x ∈ X W ∈ N (x)
{V ∈ V ∣ V ∩ W ≠ ∅}

ω1

ω1 = [0, ω1)



 は、どのように細分しても局所有限にすることができません。局所的な収束性がいくら良好
であっても、大域的な被覆の破綻（パラコンパクト性の欠如）が起こる好例です。

3. 玉野の定理 (Tamano's Theorem) による間接的アプローチ

単一の超フィルターではパラコンパクト性を捉えられませんが、1960年に玉野によって「超フィルターをすべて集め
て作った空間」を直積に用いることで、見事な特徴付けが与えられました。

玉野の定理 (1960)
完全正則空間  において、以下は同値である：

 はパラコンパクトである。

直積空間  は正規空間である。

ここで  は  のストーン・チェック・コンパクト化（Stone–Čech compactification）であり、その点構造はまさ
に**「  上のすべての超フィルターの集合」**に他なりません。すなわち、「空間  と、その上の超フィルター全体
の空間  との掛け合わせが、正規性（互いに素な閉集合を分離できる性質）を維持できるか」という形で、超フィ
ルターの海を用いてパラコンパクト性を間接的に完全束縛しています。

第4部: フィルターの収束によるパラコンパクト性の完全なる特徴付け（深掘
り）

超フィルター単体では無理でも、一般のフィルター、あるいは「開フィルター」「閉集合の超空間上のフィルター」
へと視点を拡張することで、パラコンパクト性を純粋な収束理論の言葉でダイレクトに特徴付けることができます。

1. 自由フィルターと局所有限被覆による「逃げ道の封鎖」（Bakerの定理）

集積点を持たないフィルターを自由フィルター（Free filter）と呼びます。数式で書けば、その閉包の共通部分が空に
なるフィルターです：

パラコンパクト空間においては、この自由フィルターが空間から「こっそり逃げ出す」ようなアモルファスな振る舞
いを完全に禁止する、強力なバリア（局所有限性）が存在します。

開フィルターによる局所分離定理 (Baker 1970)
ハウスドルフ空間  がパラコンパクトであるための必要十分条件は、開集合からなるフィルター基を持つ任意
の自由開フィルター  に対して、それを細分する開フィルター  であって、空間の各点から局所的に完全に離

{[0, α) ∣ α < ω1}

X

X
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βX X

X X
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⋂
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れているものが存在すること。

ここで「局所的に完全に離れている」とは、厳密には次のような数式条件を指します：
任意の点  に対し、ある近傍  と、あるフィルターの元  が存在して、

が成立することである。

構造の解剖： コンパクト空間では、そもそも自由フィルターの存在自体が許されず、すべてが空間内に連れ戻されま
す（集積点を持つ）。これに対しパラコンパクト空間では、無限遠へ逃げていく自由フィルターの存在自体は許容さ
れます。しかし、その「逃げ方」に厳しい制約を課します。もし無限へ逃げるフィルターがあるならば、空間を局所
有限な開タイルの網で覆ったときに、**「どのタイル（近傍 ）の上に乗っても、フィルターの十分先（要素 ）と
は完全に無縁でいられる」**ほど、均等かつ整然と逃げなければならないということを意味します。これが被覆の局所
有限性のフィルター側からの完全な裏返しです。

2. 普遍一様構造と「超完備性」のメカニズム（Isbellの定理）

一様空間の枠組みを借りることで、フィルターによる最も美しいパラコンパクト性の特徴付けが得られます。これが
J. R. Isbell (1964) による定理です。

完全正則空間  に対し、すべての正規開被覆（パラコンパクト空間においてはすべての開被覆と同値）を集めて生成
される最大の一様構造を普遍一様構造（Fine Uniformity）と呼びます。開被覆  から作られる  上の近傍
（entourage）は次のように定義されます：

ここで、元の空間  の「点」の収束ではなく、  の非空閉集合全体の集合 （超空間）を舞台にします。  上
の近傍  は、  上の近傍  を自然に誘導します：

ただし、  （  の星型近傍）である。

Isbellの超完備性定理 (1964)
 空間  がパラコンパクトであるための必要十分条件は、  の普遍一様構造が超完備（Supercomplete）で

あること、すなわち「超空間  上のすべてのコーシーフィルターが収束する」ことである。

深層メカニズム：
通常の空間  上での完備性（すべてのコーシーフィルターが点に収束する性質、デュドネ完備性）は、単に「空間に
局所的な穴（点の抜け落ち）がないこと」しか保証しません。そのため、先述の  のように、点としては完備であ
っても、被覆がグローバルに暴走する空間を排除できません。
しかし、一様構造を「広がりを持った対象の集まりである閉集合空間 」へと持ち上げると、話は劇的に変わり
ます。  上のフィルター  がコーシーフィルターであるとは、どんなに細かい開被覆  の網目を持ってきて

x ∈ X Vx ∈ N (x) G ∈ G

Vx ∩ G = ∅

Vx G

X

U X × X

EU = ⋃
U∈U

(U × U)

X X H(X) X

EU H(X) ~
EU

~
EU = {(A, B) ∈ H(X) × H(X) ∣ A ⊂ St(B, U) かつ B ⊂ St(A, U)}

St(B, U) = ⋃{U ∈ U ∣ U ∩ B ≠ ∅} B

T3 X X

H(X)

X

ω1

H(X)
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も、その網目の細さ（星型近傍のコンパクトさ）の範囲内で、閉集合たちが互いに緊密に寄り添い合っていることを
意味します。
空間がパラコンパクトでない場合、閉集合たちが「局所有限ではない形（どこかに無限に重なり合いながら遠くへ広
がる形）」で無限の彼方へ逃げていくようなコーシーフィルター  を作ることができてしまい、それは  の中
で収束先（極限となる閉集合）を見失います。
Isbellの定理が示す「超完備性」とは、**「どんなに複雑な広がり方をした閉集合の集まりであっても、普遍一様構造
の網（すべての開被覆）で捉えられるコーシー性を持つ限り、必ず空間内に実在する唯一の閉集合にピタリと収束し
なければならない」**という究極の均等性を要求するものであり、これが大域的な配置を完全に掌握するパラコンパク
ト性と見事に同値となるのです。

第5部: 被覆公理のフィルターによる比較・総括

トポロジーにおける三大被覆公理（コンパクト、リンデレフ、パラコンパクト）は、フィルターの収束・集積という
統一的な言語を用いることで、その強力さのグラデーションを数学的にきれいに俯瞰することができます。

空間の性質（
 / の下

で）

フィルターの挙動による完全な
る特徴付け 大域的・直観的な意味合い

コンパクト
(Compact)

空間上の任意のフィルターが集
積点を持つ。
（任意の超フィルターが必ず収
束する）

空間が完全に閉じている。フィルターがどのように動こう
とも、絶対に無限遠へ逃げ切ることはできず、空間内のど
こかの点に捕らえられる。

リンデレフ
(Lindelöf)

可算交差性を持つ任意のフィル
ターが集積点を持つ。

可算の範囲での発散を許さない。可算ステップで追い切れ
るフィルターは、必ず空間のどこかに集積点を見出す。

パラコンパク
ト
(Paracompact)

普遍一様構造をベースとした超
空間  上の高次コーシーフ
ィルターがすべて収束する（超
完備）。

無限遠への脱出（自由フィルター）自体は許すが、その脱
出の軌道は「すべての開被覆が作る局所有限なバリア（網
目）」によって完全に制御され、無秩序な広がりを許さな
い。

このように、位相空間の最も基礎的な「開集合」による定義から出発し、局所的な「収束関係」への翻訳を経て、最
終的には「パラコンパクト性」という高度な大域的構造までを、すべて「フィルターの収束」という一本の美しい伏
線で回収することができます。

Φ H(X)

T2 T3

H(X)


